
11 êëàññ, âòîðîé äåíü

1. Äàíà ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ f : N0 → N0 (ãäå N0 � ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ f

(
n + f(m)

)
= f(n) + m + 1 äëÿ ëþáûõ m,n ∈ N0.

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü f(2023).
(Ò.À. Ãàðìàíîâà)

Ðåøåíèå. 1) Ïîäñòàâëÿÿ m = 0, n = 0, ïîëó÷èì f(f(0)) = f(0) + 1.
Åñëè f(0) = 0, òî ïîëó÷èì f(0) = f(0) + 1, ÷òî íåâîçìîæíî.
2) Ïóñòü f(0) = a, òîãäà a ∈ N. Èç ïåðâîãî ïóíêòà ïîëó÷àåì, ÷òî f(a) = a+ 1. Åñëè ïîäñòàâèòü

m = 0, n = a, òî ïîëó÷èì, ÷òî f(2a) = f(a) + 1 = a + 2. Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà êîíöàõ
îòðåçêà [a; 2a] ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ
f : N0 → N0 ñòðîãî âîçðàñòàåò, à çíà÷èò, íà îòðåçêå [a; 2a] íå äîëæíî áûòü äðóãèõ öåëûõ òî÷åê
ïîìèìî a è 2a, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, çíà÷åíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ ñîâïàäàëè áû ñ a+1 èëè a+2,
÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû ñòðîãîìó âîçðàñòàíèþ. 2a− a = 1, ò. å. a = 1.

Ïîäñòàâëÿÿ â èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå m = 0 è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî f(0) = 1, ïîëó÷àåì f(n+ 1) =
f(n) + 1. Òàêèì îáðàçîì, f(n) = n+ 1, ñëåäîâàòåëüíî, f(2023) = 2024.

2. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë íóæíî âçÿòü, ÷òîáû ñðåäè íèõ ìîæíî
áûëî âûáðàòü êàê ãåîìåòðè÷åñêóþ, òàê è àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ äëèíû 5?

(Ì.À. Åâäîêèìîâ)
Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð øåñòè öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ: −8,−2, 1, 4, 10, 16. ×èñ-
ëà 1,−2, 4,−8, 16 îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, à ÷èñëà −8,−2, 4, 10, 16 � àðèôìåòè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ.

Ïîêàæåì, ÷òî íèêàêèå ïÿòü ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è. Ïðåä-
ïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü íàéäóòñÿ ïÿòü öåëûõ ÷èñåë, îäíîâðåìåííî îáðàçóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ è, âîçìîæíî, â äðóãîì ïîðÿäêå, àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Òîãäà îíè èìåþò âèä b,
bq, bq2, bq3, bq4 ãäå b ∈ Z. Çàìåòèì, ÷òî b 6= 0 è q 6= 0 ïî îïðåäåëåíèþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
×èñëà b, bq2, bq4 âñåãäà îäíîãî çíàêà è â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè èäóò ëèáî ïîäðÿä ïðè q < 0,
ëèáî ÷åðåç îäíîãî ïðè q > 0. Â ëþáîì ñëó÷àå äîëæíî âûïîëíÿòñÿ ðàâåíñòâî 2bq2 = b + bq4, ò. å.
b(q2 − 1)2 = 0, îòêóäà q = ±1, íî òîãäà ñðåäè ÷èñåë åñòü ðàâíûå. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïÿòè ÷èñåë íåäîñòàòî÷íî.

Îòâåò: 6.



3. Â òðåóãîëüíèêå ABC âûñîòû BE è CF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H, òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû
BC, à X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì, âïèñàííûì â òðåóãîëüíèêè
BMF è CME. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè X, M è H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

(È.Í. Ìèõàéëîâ)
Ðåøåíèå.

Ñïîñîá 1. Ïóñòü S, T � ñåðåäèíû âûñîò BE è CF , à L, N � ñåðåäèíû îòðåçêîâ BF è CE.
Îáîçíà÷èì îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè BMF, CME, ÷åðåç ω1, ω2, à èõ öåíòðû � ÷å-
ðåç Ib è Ic ñîîòâåòñòâåííî. Òðåóãîëüíèêè BMF è CME � ðàâíîáåäðåííûå, ïîýòîìó òî÷êè Ib è
Ic ëåæàò íà ñîîòâåòñòâóþùèõ âûñîòàõ ML è MN ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ. Îòðåçêè BIb è CIc ÿâëÿ-
þòñÿ áèññåêòðèñàìè òðåóãîëüíèêîâ MLB è MNC, ïîýòîìó, çàïèñûâàÿ äëÿ íèõ îñíîâíîå ñâîéñòâî

áèññåêòðèñû, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ:
MIc
NIc

=
MC

NC
,
MIb
LIb

=
MB

LB
. Ðàçäåëèâ ïåðâîå íà âòîðîå è ó÷è-

òûâàÿ ðàâåíñòâî MB = MC, ïîëó÷àåì, ÷òî
MIc
MIb

· LIb
NIc

=
LB

NC
. Ïîñêîëüêó X � öåíòð ãîìîòåòèè,

ïåðåâîäÿùåé ω1 â ω2, òî X ëåæèò íà ëèíèè öåíòðîâ IbIc è âåðíî ðàâåíñòâî:
LIb
NIc

=
XIb
XIc

. Íî òî-

ãäà
MIc
MIb

· LIb
NIc

=
MIc
MIb

· XIb
XIc

=
MIc
MIb

· SMXIb

SMXIc

=
ρ(X, MIb)

ρ(X, MIc)
, ãäå ρ(X, AB) îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå îò

òî÷êè X äî ïðÿìîé AB. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ñâîéñòâó ñðåäíåé ëèíèè MS ‖ AC è MT ‖ AB, òî
åñòü MS ⊥ BE è MT ⊥ CF . Çíà÷èò, MLFT è MNES � ïðÿìîóãîëüíèêè, òî åñòü MT = LF è

MS = NE. Òîãäà âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
LB

NC
=

LF

NE
=

MT

MS
=

ρ(H, ML)

ρ(H, MN)
, ãäå ïîñëåäíåå ðàâåí-

ñòâî âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó MS è MT åñòü â òî÷íîñòè îáùèå ïåðïåíäèêóëÿðû ê ïàðàì ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ BE ‖ MN è CF ‖ ML. Ñîáèðàÿ âñå äîêàçàííûå ðàâåíñòâà âìåñòå, ïîëó÷àåì, ÷òî
ρ(H, ML)

ρ(H, MN)
=

LB

NC
=

MIc
MIb

· LIb
NIc

=
ρ(X, MIb)

ρ(X, MIc)
, îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè M, X è H

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Ñïîñîá 2. Êàê è â ïåðâîì ðåøåíèè îáîçíà÷èì îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè BMF

è CME, ÷åðåç ω1, ω2, èõ öåíòðû ÷åðåç Ib è Ic ñîîòâåòñòâåííî, à ñåðåäèíû îòðåçêîâ BF è CE �
÷åðåç L è N . Ïóñòü òàêæå Y � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âíåøíèõ êàñàòåëüíûõ ê ω1, ω2. Çàìåòèì, ÷òî



÷åòâ¼ðêà òî÷åê (Ib, Ic, X, Y ) � ãàðìîíè÷åñêàÿ, òî åñòü äâîéíîå îòíîøåíèå (Ib, Ic; X, Y ) ðàâíî −1.
Ñïðîåöèðóåì ýòó ÷åòâ¼ðêó òî÷åê íà ïðÿìóþ BE ñ öåíòðîì â òî÷êå M . Òî÷êà Y ëåæèò íà ïðÿìîé
AC, ïîñêîëüêó ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âíåøíèõ êàñàòåëüíûõ ê ω1 è ω2, ïîýòîìó Y ïåðåéä¼ò
â B. Òî÷êà Ib ïåðåéä¼ò â òî÷êó R ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ML è BH, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé
BH, ïîñêîëüêó â òðåóãîëüíèêå BFC îòðåçîêML � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ. Òî÷êà Ic ïåðåéä¼ò â áåñêîíå÷íî
óäàë¼ííóþ òî÷êó ïðÿìîé BH, ïîñêîëüêó MIc ‖ BH. Íî ïðè öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè ñîõðàíÿåòñÿ
äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòâ¼ðêè òî÷åê, à ÷åòâ¼ðêà (R, ∞; H, B) � ãàðìîíè÷åñêàÿ. Çíà÷èò, îáðàçîì
òî÷êè X ïðè äàííîé ïðîåêöèè ÿâëÿåòñÿ òî÷êà H, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4. Èìåþòñÿ àáñîëþòíî òî÷íûå äâóõ÷àøå÷íûå âåñû è íàáîð èç 50 ãèðü, âåñà êîòîðûõ ðàâíû arctg 1,
arctg 1

2
, arctg 1

3
, . . ., arctg 1

50
. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü 10 èç íèõ è ðàçëîæèòü ïî 5 ãèðü íà

ðàçíûå ÷àøè âåñîâ òàê, ÷òîáû óñòàíîâèëîñü ðàâíîâåñèå.
(Ì.A. Eâäîêèìîâ)

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî â äàííîì íàáîðå åñòü òðîéêè ãèðü, îäíà èç êîòîðûõ óðàâíîâåøèâàåò
äâå äðóãèå. Âñå âåñà íå ïðåâîñõîäÿò π/4, ïîýòîìó ðàâåíñòâî tg

(
arctg 1

n
+ arctg 1

m

)
= tg

(
arctg 1

k

)
ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó arctg 1

n
+ arctg 1

m
= arctg 1

k
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé tg(x+ y) =
tg x+ tg y

1− tg x · tg y
, ïîëó÷àåì

n+m

nm− 1
=

1

k
,

ò. å. nm − k(n + m) = 1. Äîáàâèâ â ýòîì ðàâåíñòâå ê îáåèì ÷àñòÿì k2 è ðàçëîæèâ íà ìíîæèòåëè,
ïîëó÷èì (n− k)(m− k) = k2 + 1. Âûáèðàÿ òåïåðü ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå k è ðàñêëàäûâàÿ k2 + 1
íà ìíîæèòåëè, íàõîäèì ïîäõîäÿùèå òðîéêè, â êîòîðûõ êàæäîå ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò 50. Ðåçóëüòàò
äëÿ k 6 5 è n < m ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

k 1 2 3 4 5
(n,m) (2, 3) (3, 7) (4, 13) (5, 21) (6, 31)

(5, 8) (7, 18)

Òåïåðü ïîêàæåì, êàê ðàçëîæèòü ãèðè ïî ÷àøàì:

1-ÿ ÷àøà 2-ÿ ÷àøà
1 = 2, 3

5, 21 = 4
6, 31 = 7, 18

(â òàáëèöå óêàçàíî çíà÷åíèå n äëÿ ãèðè âåñîì arctg 1
n
).

Òàêèì îáðàçîì íàì óäàëîñü âûáðàòü 10 ãèðü è ðàçëîæèòü ïî 5 ãèðü íà ðàçíûå ÷àøè âåñîâ òàê,
÷òîáû óñòàíîâèëîñü ðàâíîâåñèå.



5. Â âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå îáîçíà÷èì ÷åðåç B, P è T ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî âåðøèí, ð¼áåð è ìàê-
ñèìàëüíîå ÷èñëî òðåóãîëüíûõ ãðàíåé, êîòîðûå èìåþò îáùóþ âåðøèíó. Äîêàæèòå, ÷òî Â

√
Ð+ Ò > 2Ð.

Íàïðèìåð, äëÿ òåòðàýäðà (Â = 4, Ð = 6, Ò = 3) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî, à äëÿ òðåóãîëüíîé
ïðèçìû (Â = 6, Ð = 9, Ò = 1) èëè êóáà (Â = 8, Ð = 12, Ò = 0) èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî.

(Î.Í. Êîñóõèí)
Ðåøåíèå. Ñòåïåíüþ âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî èñõîäÿùèõ èç íå¼ ð¼áåð ýòîãî
ìíîãîãðàííèêà. Âåðøèíû íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè ñîåäèíåíû ðåáðîì.

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà, k � å¼ ñòåïåíü, mj � ñòåïåíè âñåõ ñìåæíûõ ñ
íåé âåðøèí (j = 1, 2, . . . , k), çàíóìåðîâàííûõ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Òîãäà m1 +m2 + . . .+mk �
ýòî êîëè÷åñòâî âñåõ ð¼áåð, èñõîäÿùèõ èç ñìåæíûõ ñ A âåðøèí, ó÷ò¼ííûõ îäèí èëè äâà ðàçà, ïðè÷¼ì
äâàæäû ó÷òåíû òå è òîëüêî òå ð¼áðà, êîòîðûå ëåæàò ïðîòèâ âåðøèíû A â íåêîòîðîé òðåóãîëüíîé
ãðàíè ìíîãîãðàííèêà. Çíà÷èò, m1+m2+ . . .+mk 6 Ð+Ò. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî
ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì, ïîëó÷àåì

√
m1 +

√
m2 + . . .+

√
mk

k
6

√
m1 +m2 + . . .+mk

k
6

√
Ð+ Ò√
k

.

Ñëåäîâàòåëüíî, √
m1

k
+

√
m2

k
+ . . .+

√
mk

k
6
√
Ð+ Ò.

Îáîçíà÷èì ñóììó â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ÷åðåç S(A).
Ïóñòü Ai (i = 1, 2, . . . , Â) � âñå âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà, çàíóìåðîâàííûå â ïðîèçâîëüíîì ïî-

ðÿäêå, à ni (i = 1, 2, . . . , Â) � èõ ñîîòâåòñòâåííûå ñòåïåíè. Äëÿ ëþáîé ïàðû ñìåæíûõ âåðøèí Ai

è Aj ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî √

nj

ni

+

√
ni

nj

> 2.

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïî âñåì íåóïîðÿäî÷åííûì ïàðàì {Ai, Aj} ñìåæíûõ âåðøèí ìíîãî-
ãðàííèêà, ïîëó÷àåì

Â∑
i=1

S(Ai) > 2Ð.

Ïî äîêàçàííîìó âûøå íåðàâåíñòâó S(A) 6
√
Ð+ Ò îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìàÿ îöåíêà.


